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INTRODUGAO:

O surgimento dos nimeros complexos

Cardano 1545 ao tentar resolver a cuibica x*=4+15x, a qual ele sabia ter raiz
verdadeira x=4, contatou que a regra de Dal Ferr-Tartaglia produzia a seguinte
expressao (em notagdo moderna):

w= 32+ F19T + 32 — FI2T
“'f / “'f / Deparando-se com a V-121 ele ndo achou um modo
pratico de resolvé-la e destravar assim o calculo fazendo com que chegue no resultado x=4

Vinte e cinco anos depois Rafael Bombelli, em 1572, achou uma possivel solugao
para o problema de Cardano, tendo assim a idéia louca de trabalhar com quantidades da
forma a+b+v-1 sob as mesmas condigdes que usam para numeros reais mais a propriedade
(N-1)2=-1 para assim conseguir chegar ao tdo esperado nimero x=4.

No inicio, o proprio Bombelli duvidou muito sobre a utilizagdo dessa teoria, diante dos
demais matematicos da época, os numeros de Bombelli, eram vistos com suspeita mas
tolerados, sendo batizado de Numeros Sofisticos.

A situacado dos numeros complexos demorou cerca de 300 anos para ser concluida e
ser aceita por todos os matematicos do mundo e é a forma que hoje conhecemos e
estudamos.

Euler, Leibniz e J. Bernoulli também estiveram nesse intervalo de 300 anos ajudando
na conclusdo dos numeros complexos. Juntos, desenvolveram um estudo profundo encima
de operacoes transcedentais ligados a numeros complexos.

Bombeli alegava que 1?=(-1)?, logo, obtemos que In(-1)=0. Para Leibniz isto estava
errado uma vez que teriamos, In(-1)=0, que —1=e°=1.

Em 1797, Wessel introduziu a moderna representacdo geométrica que, em 1830 foi
popularizada por Mourey e Gauss, este ultimo, Gauss, que utilizou esta representacéo e
demonstrou que os numeros complexos sdo necessarios e suficiente para a Algebra
(Teorema Fundamental da Algebra: todo polinémio de coeficientes reais ou complexos pode
ser fatorado em termos lineares, possivelmente complexos).

Com isso a terminologia desconfiada inicial (numeros sofisticos em 1570 e numeros
imaginario em 1650) acabou cedendo lugar & mais natural denominacao utilizada até os dias
de hoje: numeros complexos, em 1830.

No Século XIX, os nUmeros complexos ja eram utilizados em outras areas, foram
desenvolvidos estudos em Mecanica de Fluidos, Eletricidade e outros meios continuos. Hoje,
sdo instrumentos absolutamente necessario em inumeros campos da Ciéncia e da
Tecnologia.

Aqui estarei falando um pouco sobre a aplicagdo que Benoit Mandelbrot achou para
0s numeros complexos, as imagens fractais.

O QUE SAO FRACTAIS?

Essa geometria nada convencional tem suas raizes no século XIX e algumas
indicagbes de estudos j& na época da Grécia Homérica, india, China entre outras civilizagdes
de um passado bem remoto. Porém, essa nova geometria, vem se consolidando a cada dia
gracas ao avancgo da informatica e o auxilio de novas teorias nas areas de Fisica,
Matematica, Biologia, Astronomia e outras ciéncias.



Ao contrario das outras teorias matematicas e fisicas, os fractais foram nomeados ao
invés de serem descobertos, nomeados no inicio dos anos 80 por Benoit Mandelbrot que foi
considerado o pai dos fractais. Mandelbrot teve a necessidade de classificar alguns objetos
que nao possuiam dimenséo inteira (1, 2 ou 3) mas sim fracionaria (1,85 por exemplo). A
palavra fractal vem do latin fractus que significa “quebrado” ou “irregular”.

As imagens fractais podem apresentar uma infinidade de formas diferentes, nao
existindo assim uma aparéncia consensual. Porém ha duas caracteristicas presentes em
todos os fractais: auto-semelhanga e complexidade infinita.

Essa nova geometria, a Geometria Fractal, pode ser utilizada para descrever
diversos fendmenos da natureza, onde ndo se pode utilizar a geometria tradicional.

“Nuvens nao sao esferas, montanhas ndo sdo cones, continentes ndo sédo circulos, um latido
n&o é continuo e nem o raio viaja em linha reta.”

Benoit Mandelbrot

QUEM FOI BENOIT MANDELBROT?

Benoit Mandelbrot nasceu a 20 de novembro de 1924 em Varsévia, Polbnia. Filho de
uma médica e de comerciante de roupas, Mandelbrot descobre a matematica através de
seus dois tios.

Em 1936, a sua familia emigra para a Franca, e o seu tio Szolem Mandelbrot,
professor de Matematica no College de France, tomou a responsabilidade pela sua
educacao. Mandelbrot freqlientou a Lucée Rolin em Paris até o inicio da Il Guerra Mundial,
altura eu que a sua familia mudou para Tulle, no centro da Francga. Depois de estudar en
Lyon, Mandelbrot entrou para a Ecole Normale em Paris, frequentando-a apenas por um dia.
Em 1944 inicia os seus estudos na Ecole Polytechnique sob a direcdo de Paul Lévy.

Depois de completar os seus estudos na Ecole Polytechnique, Maldelbrot parte para
os Estados Unidos onde visita a Califérnia Institute of Technology. Dai parte para o Institute
for Advanced Study em Princeton, sendo patrocinado por John Von Neumman.

Regressa a Franga em 1955 onde trabalha no Centre National de la Recherche
Scientific, no entanto, em 1958 volta aos Estados Unidos onde inicia a sua colaboragao com
a IBM. Aqui, Mandelbrot encontra um ambiente que |he permite explorar uma grande
variedade de novas idéias. Em 1945 o seu tio apresentou-lhe alguns idéias de Julia,
referente a 1918, dizendo-lhe que eram uma obra de arte e uma potencial fonte de
problemas interessantes. No entanto Mandelbrot ndo gostou. Em vez disso, escolheu um
caminho muito diferente que, no entanto o levou, nos anos 70, aos resultados de Julia, é a
fonte de alguns dos mais belos fractais hoje conhecidos. Para fazer isto, teve de desenvolver
nao s6 novas idéias matematicas, mas também alguns dos primeiros programas de
computador para desenhar gréficos.

O seu trabalho foi primeiro publicado no livro Les objects fratal, forn, hasard et
dimension (1975) e mais tarde, de maneira mais completa, no livro The fractal Geometry of
nature in 1982.

Além de trabalhar na IBM, no Watson Research Center, Mandelbrot foi professor de
matematica em Harvard e na Ecole Polytechnique, professor de engenharia em Yale,
professor de Econimia em Harvard e como professor de Fisiologia no Einstein College of
Medicine.

Mandelbrot recebeu ainda numerosas honras e prémio como reconhecimentos dos
feitos notaveis. Por exemplo, em 1985 recebe a “Barnard Medl for Meritorious Service to
Science”. No ano seguinte recebe o Franklin Medal. Em 1987 foi homenageado com o
Alexander Von Humbolt Prize, recebendo em 1988 a Steinmetz Medal. Em 1991 recebe a
Nevada Medal e em 1993 o prémio Wolf para a fisica. A 23 de junho de 1999, Mandelbrot
recebe o Honorary Degree of Doctos of Science, atribuido pela University of St. Andrews.



ATRATORES E FRACTAIS

Um atratos é o conjunto de pontos no espago de fase para o qual um sistema tende a
ir a medida que evolui. O atratos pode ser um Unico ponto, uma curva fechada (ciclo limite)
que descreve um sistema de comportamento peridédico, ou um fractal (também chamado de
atrator estranho), quando o sistema apresenta caos.

Em sistemas caodticos o movimento nunca se repete, apesar de muitas vezes Ter que
ocorrer dentro de certos limites. Assim, somente uma figura infinitamente complexa —um
fractal — pode dar esta trajetéria que nunca se repete no espaco de fase.

CONJUNTO DE MANDELBROT:
E a mais conhecida das imagens fractais. A figura pode ser criada a partir da
interagdo de numeros complexos, escritos como x+yi onde as ordenadas x (horizontal) e y

(vertical) representa duas quantidades independentes (pontos na tela do computador) e a
constante i representa a raiz quadrada de —1, um ndmero “imaginario”

A interacéo é feita com a féormula:

z[n+1]= z[n] x z[n] +c

Onde z e ¢ sdo numeros complexos. O
processo € o seguinte: escolha um valor fixo para c, por exemplo c=2 +3i (onde x=2 e y=3) e
um valor inicial para z, por exemplo 0 (x=0 e y=0). Calcule o valor seguinte de z representado
por z[n+1] utilizando a férmula acima ( e um pouco de algebra de nimeros complexos...)

Para certos valores de c o resultado converge apds algumas interagdes. O
conjunto de Mandelbrot — as porgdes brancas da figura — é composta pelos pontos para os
quais o valor de z € menor que 2 apés 150 interagdes. As outras cores correspondem a
regides para as quais z € maior que 2 apos 149, 148, etc. interagdes.

A propriedade de auto-similaridade do conjunto de Mandelbrot pode ser
verificada expandindo algumas areas da figura. A figura abaixo € uma ampliagédo da por¢éo a
esquerda do circulo intermediario da figura acima. Note que aparece uma estrutura
semelhante a que acaba de ser ampliada. Esta repeticdo prossegue “ad infinitum” em varias
regides da figura.

CURVA DE KOCH:

Uma forma fractal classica e simples de ser entendida é acurva de Koch.
Partindo de um triangulo equilatero divide-se cada lado em trés segmentos. Os segmentos
intermediarios sao entdo substituidos por dois segmentos semelhantes que vém a formar os
lados de um tridngulo equilatero menos. Isto resulta numa figura na forma de uma estrela
com 12 lados (6 pontas). Realizando o0 mesmo processo em cada um dos 12 lados e assim
sucessivamente obtem-se uma figura em evolugéo constante que lembra um floco de neve.

O comprimento total do contorno da figura — a soma de todos os lados — cresce
a medida que se realizam sucessivas divisées. Apds infinitas divisdes, seu comprimento sera
também infinito. No entanto a sua area sera sempre menos do que a area de um circulo em
torno do tridngulo original. No limite, trata-se de uma linha infinitamente longa que delimita
uma area infinita.



FRACTAIS NA NATUREZA:

O conjunto de Mandelbrot é uma forma matematica, um fractal “artificial”. No
entanto, as formas da Natureza sdo em geral irregulares, retorcidas, entrelagadas. O atributo
de “natural” de uma paisagem surge na superposi¢ao de detalhes irregulares, casuais, as
formas geométricas dominantes. Nao é raro, estas formas sdo muito bem descritas como
fractais.

A figura abaixo é uma forma matematica de um fractal “artificial” que poderia ser
um floco de neve

FRACTAIS DE JULIA:

O Fractal de Julia, em homenagem ao matematico francés Gaston Julia, é
gerado basicamente pela interagdo da mesma equacgao do Conjunto de Mandelbrot: z[n+1]=
z[n] x z[n] + ¢, mas, no Conjunto de Mandelbrot, a cada interagéo, incrementavamos, ao
resultado, o valor do ponto C, que era o ponto que se estava testando, e o ponto Z era
iniciado em 0 (Zero). J& no Conjunto de Julia o ponto C é informado e permanece fixo, mas o
ponto Z ¢é iniciado com o valor do ponto em que se esta testando.

Ao ser criado um programa para desenhar os conjuntos de Julia podemos constatar
que, para certos valores de ¢, os conjuntos ndo o sdo. E porqué??? Existe um teorema que
nos diz que: se o pondo ¢ é escolhido no interior do conjunto de Mandelbrot, o
correspondente conjunto de Julia é conexo. Se, por outro lado, ¢ é escolhido no exterior do
conjunto de Mandelbrot, o conjunto de Julia correspondente ndo é conexo.

FRACTRAL DE LORENZ:

O atrator de Lorenz é gerado por 3 equacgdes diferenciais ndo-lineares
acopladas:

dx/dt = sigma (y-x)
dy/dt = r6 x-y-xz
dz/dt = xy-beta z

Como esta equagao tem termos nao-lineares (xy e xz), ndo existe uma solugao
analitica e usamos, por isso, uma simulagdo para numérica para derivar a solugédo. No écran
veremos a representacdao do comportamento dindmico do sistema no espago de fase, a 3
dimensbes, a partir do ponto inicial indicado, e para r6=28, sigms=10 e beta=8/3. Acontece
que os trajetos a partir de quase todos os pontos iniciais possiveis acabam por “cair” no
mesmo conjunto .E por isso que a esse conjunto se chama Atratos. Se clicar seguidamente
no écran onde se diz AQUI, vera a evolugéo a partir de varios pontos diferentes. No entanto,
por causa dos seus termos nao-lineares, uma pequena variagao na localizagdo do ponto
inical afeta enormemente o trajeto obtido — uma caracteristica do CAOS, vera
simultaneamente duas trajetdrias parecem coincidentes mas, a partir de certa altura, a
divergéncia é ébvia” No final, para voltar funcionamento, volte a clicar em Caos.

E a este fendbmeno que se chama “o efeito borboleta”:

O efeito borboleta: As equacdes de Lorenz foram introduzidas, em 1963, como
um modelo simples do movimento convectivo nas camadas superiores da atmosfera. Lorenz
descobriu que, para certos valores dos parametros de r6, beta e sigma, o sistema nunca
tende para um comportamento previsivel a longo prazo e que, por essa razao, nao é possivel
também fazer previsdes do tempo ao longo prazo. Trata-se de um sistema cadtico e a mais
infinita variagado nas condigdes inicias pode produzir comportamentos a longo prazo muito
diferentes. Por isso se pode dizer que, por exemplo, que o bater de asas de uma borboleta
no Porto pode acabar por influenciar o aparecimento de um tufao em Macau.



CURIOSIDADE:

Um fato muito esquisito pode estar ligado diretamente ao assunto dos fractais e,
conseqlentemente, aos nimeros complexos, sao os famosos Circulos em Plantagdes, com
suas origens supostamente ligadas a vidas extraterrestres, vejamos alguns casos:

1. WiltShire — Inglaterra — 23 de julho de 1997

Tipo: Curva de Koch



2. WiltShire — Inglaterra — 8 de agosto de 1997

Fhoto ©Lucy Pringle

WiltShire — Inglaterra — 24 de julho de 1999

Tipo: Complexo fractal que foi obtido em computador (imagem a esquerda superior) a partir
de uma equagao complexa.



5. WiltShire — Inglaterra — 1 de setembro de 1997



Estas imagens acima aparecem ao acaso em planta¢des de trigo e cana de
agucar, quem as faz, ou sao pessoas perfeitas, ou sdo seres de outros mundos, uma vez que
o fendmeno esteja ligado a ciéncia da ufologia.

A grande maioria desses fendmenos acontece na Inglaterra, onde o estudo
destes desenhos foram levados a sério e comparados com formas geométricas ja existentes
na nossa matematica.

CONCLUSAO:

Procurei mostrar nesta pequena pesquisa, que o assunto numeros complexos,
desde sua descoberta até a sua concretizagéo e total aceitagdo entre os matematicos, hoje,
0s numeros complexos fazem parte de nossa vida diretamente ou indiretamente.

Os numeros complexos estao presentes na matematica, na fisica, engenharia e
até mesmo relacionados a ciéncias nao oficiais, como & o caso citado acima nas
curiosidades, a ufologia.

A intengéo desse trabalho n&o foi apresentar inumeras féormulas e longos
célculos demonstrando toda a aplicagao matematica dos niumeros complexos, foi mostra que
a partir deles, podem ser obtidos muitos efeitos visuais, neste caso os fractais e algumas
curiosidades envolvendo eles, fenébmenos.

Sabemos que, além de belas imagens para se apreciares, os fractais sdo
utilizados muitas vezes para descrever algum evento cadtico, para explicar fendbmenos da
natureza, como por exemplo o formato das nuvens, de uma montanha, etc.. Além de serem
usados para estudo de fendmenos naturais, os fractais tem uma grande aplicagédo na
medicina, estudos de correntes cerebrais sdo transformados em graficos fractais para
posteriores estudos, andlises de impulsos elétricos nos nervos, tenddes e demais regides do
corpo também utilizam essas imagens. Hoje, cogita-se utilizar fractais para estudar
fenbmenos extra-terrestres, como movimentos de galaxias, cometas, asteréides, sdo novos
campos que estao se abrindo para a implementagdo de numeros complexos.



